
Marsden Vector Calculus 6e: Section 1.3 - Exercise 24 Page 1 of 2

Exercise 24

(a) Prove, without recourse to geometry, that

u · (v ×w) = v · (w × u) = w · (u× v) = −u · (w × v)

= −w · (v × u) = −v · (u×w).

(b) Use part (a) and Exercise 23(a) to prove that

(u× v) · (u′ × v′) = (u · u′)(v · v′)− (u · v′)(u′ · v)

=

∣∣∣∣u · u′ u · v′

u′ · v v · v′

∣∣∣∣ .
Solution

Part (a)

Let u = (ux, uy, uz) and v = (vx, vy, vz) and w = (wx, wy, wz).

u · (v ×w) = (ux, uy, uz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣
= (ux, uy, uz) · [(vywz − vzwy)x̂− (vxwz − vzwx)ŷ + (vxwy − vywx)ẑ]

= ux(vywz − vzwy)− uy(vxwz − vzwx) + uz(vxwy − vywx)

= uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx

v · (w × u) = (vx, vy, vz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
wx wy wz

ux uy uz

∣∣∣∣∣∣
= (vx, vy, vz) · [(wyuz − wzuy)x̂− (wxuz − wzux)ŷ + (wxuy − wyux)ẑ]

= vx(wyuz − wzuy)− vy(wxuz − wzux) + vz(wxuy − wyux)

= uzvxwy − uyvxwz − uzvywx + uxvywz + uyvzwx − uxvzwy

= uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx

w · (u× v) = (wx, wy, wz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
ux uy uz
vx vy vz

∣∣∣∣∣∣
= (wx, wy, wz) · [(uyvz − uzvy)x̂− (uxvz − uzvx)ŷ + (uxvy − uyvx)ẑ]

= wx(uyvz − uzvy)− wy(uxvz − uzvx) + wz(uxvy − uyvx)

= uyvzwx − uzvywx − uxvzwy + uzvxwy + uxvywz − uyvxwz

= uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx
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u · (w × v) = (ux, uy, uz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
wx wy wz

vx vy vz

∣∣∣∣∣∣
= (ux, uy, uz) · [(wyvz − wzvy)x̂− (wxvz − wzvx)ŷ + (wxvy − wyvx)ẑ]

= ux(wyvz − wzvy)− uy(wxvz − wzvx) + uz(wxvy − wyvx)

= uxvzwy − uxvywz − uyvzwx + uyvxwz + uzvywx − uzvxwy

= −(uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx)

w · (v × u) = (wx, wy, wz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
ux uy uz

∣∣∣∣∣∣
= (wx, wy, wz) · [(vyuz − vzuy)x̂− (vxuz − vzux)ŷ + (vxuy − vyux)ẑ]

= wx(vyuz − vzuy)− wy(vxuz − vzux) + wz(vxuy − vyux)

= uzvywx − uyvzwx − uzvxwy + uxvzwy + uyvxwz − uxvywz

= −(uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx)

v · (u×w) = (vx, vy, vz) ·

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
ux uy uz
wx wy wz

∣∣∣∣∣∣
= (vx, vy, vz) · [(uywz − uzwy)x̂− (uxwz − uzwx)ŷ + (uxwy − uywx)ẑ]

= vx(uywz − uzwy)− vy(uxwz − uzwx) + vz(uxwy − uywx)

= uyvxwz − uzvxwy − uxvywz + uzvywx + uxvzwy − uyvzwx

= −(uxvywz − uxvzwy − uyvxwz + uyvzwx + uzvxwy − uzvywx)

Therefore, u · (v×w) = v · (w× u) = w · (u× v) = −u · (w× v) = −w · (v× u) = −v · (u×w).

Part (b)

Treat (u′ × v′) as w, use the fact that the dot product is commutative, use the result from part
(a), and then use the second result from part (a) of Exercise 23.

(u× v) · (u′ × v′) = (u× v) ·w
= w · (u× v)

= u · (v ×w)

= u · [v × (u′ × v′)]

= u · [(v · v′)u′ − (v · u′)v′]

= u · [u′(v · v′)− v′(u′ · v)]
= (u · u′)(v · v′)− (u · v′)(u′ · v)

=

∣∣∣∣u · u′ u · v′

u′ · v v · v′

∣∣∣∣
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